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LARGE SCALE ELECTROMAGNETIC FIELD ANALYSIS  
USING FAST TIME-PERIODIC FINITE ELEMENT METHOD 
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法政大学大学院理工学研究科電気電子工学専攻修士課程 
 
The time-periodic FEM (TP-FEM) that can directly derive a steady state solution in the time domain has been 
proposed. A linear equation obtained by TP-FEM is composed of linear equations derived from all time steps so 
that the convergence characteristic of nonlinear analysis by the Newton-Raphson (NR) method tends to deteriorates. 
To improve convergence characteristic of nonlinear analysis based on NR method, effective line-search is proposed 
in which the step size is evaluated by higher order approximation of the derivative of functional with respect to step 
size. In this paper, the performance of the proposed line-search on TP-FEM. To achieve further speed-up, subspace 
correction method that can accelerate convergence of linear solver is also demonstrated. 
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１．まえがき 
電気機器のさらなる高性能化を実現するため，有限要素
法（FEM）による各種損失の定量的評価，および動作特性
の評価を高精度で行う必要がある．近年では，CAE を援用
したシミュレーションが多く利用されており，設計期間の
短縮や設計コストの削減が期待されている．この際，シミ
ュレーションソフトには，実現象を忠実に再現し，かつ高
速に解析を行うことが求められる．高精度な解析を行うた
めには，磁気ヒステリシス現象に基づく実際的な磁気特性
の導入［1］や，積層電磁鋼板や撚線などの微細構造のモデリ
ングを施す必要がある．加えて，PWM 波のように印加され
る電流の高調波成分を適切に考慮するためには，十分に小
さい時間刻み幅を使用する必要がある．しかし，これらの
考慮を行う場合，有限要素メッシュは大規模化し，時間領
域解析における時間ステップ数も増加傾向にあり，計算時
間の大幅な増加が懸念される． 
これらの問題に対し，均質化手法［2］，［3］，［4］を用いたメッ
シュ規模の削減や並列化手法［5］，［6］の適用による計算時間
の削減など，様々な高速化手法が提案されている．そのう
ちの一つに時間周期性を有する電磁界問題に対して，時間
周期境界条件を適用することで定常解を直接算出する，時
間周期有限要素法［7］（TP-FEM）が提案されている．TP-FEM
は，過渡現象の長い問題に対し，定常解算出の高速化が期
待できる．その一方，ポテンシャルの大きさが異なる，全
時刻ステップにおける方程式を一括で定式化しているた
め，ニュートン・ラフソン（NR）法の非線形収束特性が劣
化傾向にある．そこで著者らは，TP-FEM による非線形渦
電流解析における NR 法に対し，高次補間を用いた直線探
索を導入することで，非線形収束特性の改善および解析時
間の短縮を実現した［8］． 
昨今，岩下らにより，効果的な誤差修正法が提案された．
［9］，［10］FEM による非線形渦電流解析を行う際には，類似
した線形システムを連続して求解する必要がある．このよ
うな問題に対し，過去の求解プロセスを利用した誤差修正
法を適用することで，線形解法部分における反復回数及び
計算時間を大幅に削減することが可能であると報告され
ている．非線形解析の収束特性が劣化傾向にある TP-FEM
では，線形方程式の収束特性の向上も併せて検討すること
で，さらなる解析の高速化を見込める．また，文献［9］，
［10］で提案されている誤差修正法の性能は，TP-FEM に
おいて検証なされていない． 
そこで本論文では，ボックスシールドモデルと三相変圧
器モデルに対し，高次補間を用いた直線探索による TP-
FEM における非線形収束特性の改善と，岩下・美舩らによ
って提案された Subspace Correction（SC）法［11］を併用する
ことで，TP-FEM による非線形渦電流解析のさらなる高速
化を検討したので，その子細を報告する． 
２．時間周期有限要素法の高速化 
（１）時間周期有限要素法 
 電磁界解析における，辺要素有限要素法によるA法弱
形式を以下に示す． 
 
 
0
0















V
t
VVG
k
kke
d
dd
e
call


A
N
JNAN
  （1） 
 
0








  Vt
NG in d
e

A
   （2） 
 
ここで，Aは磁気ベクトルポテンシャル，は導体部分に定
義される電気スカラポテンシャル，は磁気抵抗率，は導
電率，Ne は辺形状関数，Nn は節点形状関数を示す．また，
allは解析領域全体であり，eは渦電流を考慮する導体領
域，cは強制電流を印加するコイル領域である．これらを
行列形式にまとめたものを以下に示す． 
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ここで，xは磁気ベクトルポテンシャルAと電気スカラポテ
ンシャルにより構成され，f は主に強制電流項から構成
される右辺ベクトルである．Sはx に関する磁気非線形性
を有する行列であり，Cは渦電流に関連する行列で，磁気非
線形性の影響を受けない．ここで，後退Euler法による時間
微分項の差分近似を行い，半周期境界条件を適用した各時
刻ステップにおける弱形式を（4）式に示す． 
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ここで，n は総時刻ステップ数を示す．（4）式にNR法を
適用し，全時刻ステップを一括で定式化すると（5）式にな
る． 
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ここで，xはNR法におけるxの更新分であり，tは時間刻
み幅である．本論文では以降，すべて半周期境界条件によ
る解析を行う． 
（２）functional NR による NR法の収束特性の改善 
 解ベクトルxの更新式を以下に示す． 
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ここで，k はNR法における反復回数を示し，l は時間ステ
ップ番号を示す．また，ステップサイズの決定には
functional NR［12］,［13］を使用する．functional NRでは，汎関
数を最小化するappを探索することで，非線形収束の改善
を実現する．有限要素法において，汎関数をで微分した式
を以下に示す． 
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一般的なfunctional NRでは一次補間を用いてを算出し
ているが，本論文では，一次から三次補間の三種類を用い，
appを算出する．以降，一次補間によるfunctional NR を
functional NR（1st），二次補間によるfunctional NR を
functional NR（2nd），三次補間によるfunctional NR を
functional NR（3rd）と略記する．functional NR（2nd）
から得られる2ndは，二つある解のうち，1に近いほうの解
を採用した．functional NR（3rd）から得られる3rdの解に
ついても同様に，最も1に近い解を採用する．この際，三次
方程式の解の算出にはニュートン法を使用した．これらの
functional NRから得られたappが極端に小さい値，もしく
は極端に大きい値をとる場合，GTxの近似が不十分である
可能性があり，正しく解が更新されない場合がある．これ
らに起因する非線形収束特性の停滞及び発散を防ぐため，
本論文では，functional NRによって算出されたappが，
0.25 < app < 1.5 の条件を満たさなかった場合，強制的に
app = 1 と設定した．図1にステップバイステップ方式の
FEMによる三相変圧器の解析から得られた汎関数の最小
化問題を示す．これついて，直線補間に比べ，高次補間を
用いた場合の方が最適なopt に近い値が得られている．ま 
た，本論文では一次補間に1 = 0，2 = 1の点を使用，二次
補間に1 = 0，2 = 1，3 = 2の点を使用，三次補間に1 =  
 
 
Fig. 1.  Method for determining app using interpolation. 
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0，2 = 0.5，3 = 1，4 = 2の点を使用した．補間点とし
て，1 = 0の値を再利用することで，直線探索におけるオ
ーバーヘッドの低減を行う． 
（３）直線探索の適用 
 NR法を適用したTP-FEMに対する直線探索の適用方法
について二種類の方法を提案する．一つ目は，k ステップ
目の非線形反復における全タイムステップの解ベクトル
に対して，(8)式で得られた，同一のappを用いて解ベクト
ルの更新を行う方法である．本論文ではこの方法を
Constant Step Size （CSS）と呼ぶことにする．CSSは，全タ
イムステップにより構成される全体方程式に対し，従来の
直線探索を適用する方法と同様であるため，方程式全体の
残差の減少が加速されることが期待できる．以下にk 回目
の非線形反復における，CSSによる解ベクトルの更新式を
示す． 
 















































),(
)2,(
)1,(
)(
),(
)2,(
)1,(
),1(
)2,1(
)1,1(
nk
k
k
k
nk
k
k
nk
k
k
x
x
x
x
x
x
x
x
x





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二つ目は，k ステップ目の非線形反復における，それぞれ
のタイムステップごとにを定義し，解ベクトルの更新を
行う方法である．これをDifferent Step Size （DSS）と呼ぶ
ことにする．この際，各時刻ステップのk, lは，以下の式
より導出する． 
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DSSは，ステップバイステップ法に対して直線探索を導入
するのと同様に，各タイムステップにappを定義するた
め，各タイムステップの残差それぞれの減少を加速するこ
とが期待できる．以下にk 回目の非線形反復における，DSS
による解ベクトルの更新式を示す． 
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（４）Subspace Correction 法 
TP-FEMに対し， SC法を適用する．解くべき方程式を以下
のように示す． 
gx H           （12） 
 
ここで，HはTP-FEMから得られる非対称行列，gは右辺ベ
クトルである．SC法を前処理付きKrylov部分空間法に適用
する場合，毎反復における前処理部分の手順は以下のよう
になる． 
 Step 1: Solve M z = r 
  Step 2: Compute f = BT r 
  Step 3: Solve (BTHB) u = f 
  Step 4: zc = z + B u 
 
ここで，Mは前処理行列，rはKrylov部分空間法から得られ
る残差ベクトルであり，Bは写像行列である．また，zは残
差ベクトルに前処理を施した補助ベクトル，f，u は補助ベ
クトルである．従来の前処理（step 1）に加え，補助ベクト
ルf（step 2），補助ベクトルu（step 3）をそれぞれ計算し，
新たな補助ベクトルzcを計算（step 4）する．この際の，Bを
適切に選択することで，収束性が改善されることが知られ
ている．本稿では，文献［11］で提案されている誤差修正
法を使用する．その際のNR法kステップ目における写像行
列Bkは，補助ベクトルpを用いて以下のように示される． 
 
],,,[ 21 mkB ppp         （13） 
 
ここで，mはNR法のkステップ目までに得られた補助ベク
トルの数である． 
写像行列Bkを構成する補助ベクトルpについて，係数行列
H に 対 角 ス ケ ー リ ン グ が 施 さ れ て い る 場 合 ， 
|||||||| pp H を満たすとき，pを用いた誤差修正の効果が
期待できる［14］．そこで，NR法のkステップ目の求解に向
け，k1ステップ目までに得られた誤差ベクトルから，上記
の条件を満たす補助ベクトルpを合成する．ここで誤差ベ
クトルeを以下のように定義する．  
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ここで， )(1
~ i
k x はNR法のk1ステップ目の求解過程におけ
る，i反復目に得られた近似解である．補助ベクトルpの計
算手順を以下に示す． 
 i). ],,,[ )()2()1(1
m
k eeeE  とし，次の一般固有値問題を求
解する．  
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この際，Eを構成する誤差ベクトルに対し，Gram-Schmidtの
直交化法を用いることで，標準固有値問題として取り扱う
ことができる．本論文では，べき乗法を用いて標準固有値
問題の求解を行った． 
 ii). 1 を満たすについて，その固有ベクトルEu
をpとして採用する．この手順によって |||||||| pp H を満
たすpを構築可能である．本稿では =106と設定した． 
 また，誤差ベクトルのサンプリングの方法について，各
システムの求解プロセスから，ある程度均等に誤差ベクト
ルを抽出することができる，文献［11］で提案されたアル
ゴリズムを使用した． 
 
３．解析モデル 
（１）ボックスシールドモデル 
解析条件を表 1 に示す．以降，解析モデルの要素数を
NoE，節点数を NoN，未知数を DoF，連立一次方程式にお
ける係数行列の非零要素を nonzero，一周期の時間ステップ
数を n とする．また NR 法の収束判定値をNR，線形解法の
収束判定値をCG とする．図 2 にボックスシールドモデル
の寸法図を示す．空間方向には一次六面体要素で離散化を
行い，時間方向の離散化には一次精度の後退差分を使用し
た．シールド部分には SS400 を使用し，厚さは 1 mm とし
た．SS400 の導電率を 7.5×106 S/m とし渦電流の影響を考慮
する．コイル領域に印加する電流は i(t) = Imax sin (2ft)とす
る．ここで電流の波高値 Imax = 2000  AT とし，周波数 f = 
50 Hz とした． 
（２）三相変圧器モデル 
解析条件を表 2 に示す．図 3 に三相変圧器モデル［15］を示
す．空間方向には一次六面体要素で離散化を行い，時間方
向の離散化には一次精度の後退差分を使用した．図 3 の解
析領域は 1/4 モデルであり，core に EU67 を採用し，tank に
は SS400 を採用した．SS400 の導電率を 7.5×106 S/m とし, 
tank 部分にのみ渦電流を考慮した．各コイル領域に印加す
る電流をそれぞれ以下に示す． 
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ここで，Imax = 5000 AT，f = 50 Hz とした． 
４．解析結果 
TP-FEM には各種直線探索を CSS・DSS 双方へ適用し，
NR 法の収束特性および，計算時間の比較を行う．このう
ち，CSS，DSS それぞれについて，最も線形解法の計算時
間が短かった手法に対し，SC 法を適用し，SC 法の性能に
ついても検討した．本論文では 1 周期を n 分割し，NR 法
の収束判定条件を|Bmax| < NRとし，NR 法の最大反復回数
を 50 回と設定した．また，TP-FEM から得られる非対称行
列の解法として，ILU-BiCGstab［16］を採用した．本稿の数値
実験では，従来法として functional NR（1st）を適用したス
テップバイステップ法を採用し，解析時間の比較を行う．
その際，前周期との渦電流損の相対誤差が 1 %未満である
ことを，定常解への収束条件とした．本論文での数値実験
はすべて CPU : Intel Core i7-7700K（4cores，4.2 GHz），RAM : 
32 GB を搭載した計算機を使用した． 
（１）ボックスシールドモデル 
 図 4 に種々の直線探索を適用した場合の NR 法の収束特
性を示す．ここで，直線探索を適用していない手法を normal 
NR と表記する．本モデルでは，DSS による直線探索の適
用を行った手法が良い収束特性を示した．CSS による反復
中盤で，収束特性が振動していることが確認できる．また， 
 
TABLE I  Computational Scale and Analysis Condition. 
 
 
 
Fig. 2.  Analysis model of spherical magnetic material. 
 
TABLE II  Computational Scale and Analysis Condition. 
 
 
 
 
(a)  x-y plane 
 
(b)  z-x plane 
Fig. 3.  Three phase transformer model. 
 
normal NR は収束しなかった． 
図 5 に NR 法における初期ステップと 4 ステップ目の
GTx の変化と各次数による補間結果を示す．図 5（b）の特
性は， normal NR によって得られた NR 法 4 ステップ目の
GTx に対し，各次数の補間を行った．図 5（a）では全
functional NR で十分に補間できていることが確認できる．
しかし，（b）では functional NR（2nd），functional NR（1st）
から推定された値が，opt から大きくずれていることが確
認できる．一方，functional NR（3rd）は非常に高い精度の
補間に成功した．そのため，図 4 における収束特性が良い
と考えられる．  
図 6 に総線形反復回数と計算時間の関係，表 3 に主要部
分の詳細な計算時間を示す．計算時間については，主要部
分として係数行列の作成，線形解法，直線探索に要した時
間を示す．ステップバイステップ法による解析について
は，定常状態に至るまでの 3 周期分の解析時間を示す．図
6 より，TP-FEM においては，解析時間の大半を線形解法部
分が占めている．また，1st DSS と 2nd DSS では，ステップ
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バイステップ法による従来法よりも，解析時間の削減でき
ていることが確認できる．これは，ほかの手法に対し，総
線形反復回数を削減できたためであると考えられる．本モ
デルでは，定常状態への収束が非常に早く，ステップバイ
ステップによる解析に向いている問題であったが，TP-
FEM による解析を行う際に，DSS による直線探索を適用す
ることで，最大 12％計算時間を削減することができた． 
表 4に TP-FEMから得られる非対称行列を解く際の ILU-
BiCGstab に対し SC 法を適用した場合の，計算時間と反復
回数を示す．ここで mkは写像行列を構成する修正ベクトル
の本数を示す．本モデルでは，CSSによる functional NR（3rd）
と DSS による functional NR（2nd）に対して SC 法を適用し
た．最も SC 法が機能した，mk = 8 に設定した際の DSS に
よる functional NR（2nd）では，反復回数・計算時間それぞ
れ 26%・17%の削減を達成した．全手法で反復回数を減じ
ることに成功しているが，計算時間については，前処理部
分のオーバーヘッドにより増加している手法も存在した． 
 
 
Fig. 4.  Convergence characteristic of the NR method with 
various line-search in the box shield model. 
 
 
(a)  first iteration     (b)  fourth iteration 
Fig. 5  Changes in GTx and app derived from functional NR. 
 
 
Fig. 6.  Relation between linear iterations and elapsed time in 
the box shield model. 
Table III  Detail of Elapsed Time with Various Line-searches 
in the Box Shield Model 
 
 
Table IV  Effect of the Subspace Correction Method  
on the Box Shield Model 
 
 
（２）三相変圧器モデル 
 図 7 に種々の直線探索を適用した場合の NR 法の収束特
性を示す．本モデルでは，高次補間を用いた CSS による直
線探索の適用を行った手法が良い収束特性を示した．CSS
による functional NR（1st）および DSS による functional NR
（3rd）では非線形反復中盤で，収束特性の停滞もしくは振
動していることが確認できる．そのため，DSS による
functional NR（3rd）および normal NR は収束しなかった． 
図 8 に NR 法における初期ステップと 18 ステップ目の
GTx の変化と各次数による補間結果を示す．図 8（b）につ
いては，normal NR によって得られた NR 法 18 ステップ目
の GTx に対し，各次数の補間を行った．図 8 の（a）では
全次数の functional NRで十分に補間できていることが確認
できる．しかし，（b）では functional NR（1st）がoptから大
きくずれていることが確認できる．一方で，高次補間を用
いたもの，特に functional NR（3rd）では，非常に高精度な
補間が達成されている． 
図 9 に総線形反復回数と計算時間の関係，表 5 に主要部
分の詳細な計算時間を示す．ステップバイステップ法によ
る解析については，定常状態に至るまでの 6 周期分の解析
時間を示す．本モデルは，ボックスシールドモデルに比べ
定常解への収束が遅かった．そのため，NR 法が収束した全
手法において，ステップバイステップ法よりも高速に解析
することができた．NR 法の反復回数については，CSS を
用いた手法が効率よく減じることができている一方，総線
形反復回数については，DSS を用いた手法の方が少ない回
数となっている．そのため DSS による 1st DSS が最も早い
結果となり，1.74 倍の高速化を達成した． 
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表 6に TP-FEMから得られる非対称行列を解く際の ILU-
BiCGstab に対し SC 法を適用した場合の，計算時間と反復
回数を示す．本モデルでは，CSS による functional NR（2nd）
と DSS による functional NR（2nd）に対して SC 法を適用し
た．最も SC 法が機能した，mk = 8 に設定した際の DSS に
よる functional NR（2nd）では，反復回数・計算時間それぞ
れ 19%・14%の削減を達成した． 
 
 
Fig. 7.  Convergence characteristic of the NR method with 
various line-search in a three phase transformer model. 
 
 
(a)  first iteration     (b)  eighteenth iteration 
Fig. 8.  Changes in GTx and appderived from functional NR. 
 
 
Fig. 9.  Relation between linear iterations and elapsed time in 
the three phase transformer model. 
５．まとめ 
本論文では，NR 法を適用した時間周期有限要素法（TP-
FEM）における非線形収束特性の改善を目的に，高次補間
を用いた直線探索法と CSS，DSS 二種類の適用方法を提案
し，その特質について検討を行った，加えて，過去の求解
プロセスを利用した誤差修正法を適用することによる線
形収束特性の改善についての検討も行った．得られた知見
をまとめると以下のようになる． 
Table V  Detail of Elapsed Time with Various Line-searches 
in a Three Phase Transformer 
 
 
Table VI  Effect of the Subspace Correction Method  
on the Three Phase Transformer 
 
 
① 高次補間を用いた functional NR が効果的にボック
スシールド・三相変圧器両モデルの非線形収束特
性を改善した． 
② 両モデルともに，DSS による functional NR（2nd）
が最も効果的に計算時間を減じることができ，そ
れぞれ 1.1 倍，1.74 倍の高速化を達成した． 
③ TP-FEMから得られる非対称行列に対しても SC法
によって反復回数が削減できることを明らかにし
た．両モデルとも，最も早いもので，約 15%の計算
時間の削減することができた． 
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